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1 Выборка
Пусть случайная величина 
[image: image1.wmf]x

 описывает количественный или качественный признак некоторого экономического процесса. В реальных условиях обычно экономически нецелесообразно, а иногда и невозможно, исследовать всю совокупность значений случайной величины (генеральную совокупность) исследуемого процесса. На практике широко применяется выборочный метод, когда исследуется часть генеральной совокупности (выборочная совокупность или выборка). При этом выборка должна быть репрезентативной (представительной), что, в силу закона больших чисел, достигается случайностью отбора. Различают 5 основных типов выборок.
1. Собственно-случайная:
– повторная (элементы после выбора возвращаются обратно);
– бесповторная (выбранные элементы не возвращаются).
2. Типическая – генеральная совокупность предварительно разбивается на группы типических элементов, и выборка осуществляется из каждой. Следует различать:
– равномерная (при равенстве объемов исходных групп в генеральной совокупности выбирается одинаковое количество элементов из каждой);
– пропорциональная (численность выборок формируют пропорционально численностям или средним квадратическим отклонениям групп генеральной совокупности);
в) комбинированная (численность выборок пропорциональна и средним квадратическим отклонениям, и численностям групп генеральной совокупности).
3. Механическая – отбор элементов проводится через определенный интервал.
4. Серийная – отбор проводится не по одному элементу, а сериями для проведения сплошного обследования.
5. Комбинированная – используются различные комбинации вышеуказанных методов, например, типическая выборка сочетается с механической и собственно случайной.

2 Статистические ряды
 Пусть из генеральной совокупности значений случайной величины 
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 извлекается выборка 
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. Вариационным рядом называется таблица, в первой строке которой указываются варианты 
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 в порядке возрастания 
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, во второй строке – соответствующие им частоты 
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Здесь 
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 – количество наблюдений значения 
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Таблица 1. Вариационный ряд

	Варианты 
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Полигоном относительных частот (полигоном частот) называется ломаная линия, состоящая из отрезков, соединяющих точки 
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При большом объеме выборки ее элементы могут быть сгруппированы в интервальный выборочный ряд (таблица 2). Для этого интервал изменения всех ее вариант разбивается на 
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 непересекающихся полуинтервалов. Вычисления значительно упрощаются, если частичные интервалы имеют одинаковую длину 
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 является размахом выборки. Количество интервалов – целая часть числа, определяемого по одной из формул: 
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 (формула Стерджесса). Затем подсчитывается число вариант выборки, попавших в каждый из интервалов, вычисляются относительные частоты числа вариант в интервале. Интервальный статистический ряд представляет собой таблицу, в первой строке которой указываются полуинтервалы 
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, во второй строке – соответствующие им частоты 
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 – количество наблюдений в соответствующем интервале, 
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Таблица 2. Интервальный вариационный ряд

	Варианты 
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	Относительные
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Если серединам 
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, равной длины поставить в соответствие относительные частоты 
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, то получится вариационный ряд с равноотстоящими вариантами (таблица 3). 

Таблица 3. Вариационный ряд с равноотстоящими вариантами

	Варианты 
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Аналогично, для полуинтервалов разной длины получается вариационный ряд с неравноотстоящими вариантами.

Гистограммой относительных частот называется ступенчатая фигура, состоящая из прямоугольников, построенных на интервалах группировки 
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, так, что площадь каждого прямоугольника равна относительной частоте. Основание каждого прямоугольника лежит на оси 
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 и равно длине полуинтервала, высота равна величине 
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. Сумма площадей всех прямоугольников равна единице. Сортировка данных по убыванию частоты представляет собой отсортированную гистограмму.

Кумулятивной кривой (кумулянтой или кривой Лоренца) называется ломаная линия, соединяющая точки 
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Полигон относительных частот можно рассматривать в качестве статистического аналога плотности распределения, а кумулятивную кривую – в качестве статистического аналога функции распределения.

Пусть 
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. Выборочной квантилью порядка 
[image: image79.wmf]p

 называется абсцисса 
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 точки, лежащей на кумулятивной кривой и имеющей ординату 
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 (рисунок 1). 
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Рисунок 1 – Выборочная квантиль порядка p
Порядок квантили 
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 определяет долю общего числа вариант в выборке, результаты которых не превосходят 
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Процентным выражением кумулятивной кривой является интегральный процент, показывающий накопляемый процентный вклад каждого интервала значений величины 
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.
По виду полигона или гистограммы обычно выдвигают предположение о виде закона распределения исследуемой случайной величины, что позволяет придать определенную направленность исследованиям.

3 Эмпирическая функция распределения и кумулятивная кривая
 Статистической (эмпирической) функцией распределения выборки называется функция 
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, определяющая относительную частоту события 
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Основными свойствами статистической функции распределения выборки являются:
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Если известен вариационный ряд выборки, то статистическая функция распределения определяется как
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Для построения статистической функции распределения 
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 в случае известного интервального ряда осуществляется переход к вариационному ряду с равноотстоящими или неравноотстоящими вариантами.

Работа в Excel. Для построения вариационного ряда и полигона частот используются соответственно инструменты Сортировка по возрастанию [image: image102.png]
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Таблица 4. Интервальный ряд

	Карман

(левые концы интервалов
[image: image103.wmf](

)

(

)

(

)

)

;

1

[

1

1

ih

x

h

i

x

+

-

+

)
	Частота

	
[image: image104.wmf](

)

1

x


	
[image: image105.wmf]*

1

n

 – число вариант, от 
[image: image106.wmf](

)

1

x

 до 
[image: image107.wmf](

)

h

x

+

1



	
[image: image108.wmf](

)

h

x

+

1


	
[image: image109.wmf]*

2

n

 – число вариант, от 
[image: image110.wmf](

)

h

x

+

1

 до 
[image: image111.wmf](

)

h

x

2

1

+



	
[image: image112.wmf]...


	
[image: image113.wmf]...



	
[image: image114.wmf](

)

(

)

h

m

x

2

1

-

+


	
[image: image115.wmf]*

2

-

m

n

 – число вариант, от 
[image: image116.wmf](

)

(

)

h

m

x

2

1

-

+

 до 
[image: image117.wmf](

)

(

)

h

m

x

1

1

-

+



	Еще
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Для нахождения интегрального ряда, кумулятивной кривой, гистограммы используется Гистограмма из пакета Анализ данных меню Сервис (приложение 2). Результат анализа появляется в виде таблицы. Формулы и соответствующие функции Excel, по которым выполняются расчеты в данном режиме, приводится в таблице 4.
Таблица 5. Формулы для расчета результатов статистических анализов Парето, Интегральный процент, Вывод графика
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1 – левый конец каждого интервала,

2 – число вариант, содержащихся в соответствующем интервале,

3 – процентное выражение накопленных частот для интервалов, 

4 – правые концы интервалов, расположенные в порядке убывания частот;

5 – частоты, расположенные в порядке убывания,

6 – процентное выражение накопленных частот, расположенных в порядке убывания.

В таблице 5 приводятся формулы, по которым проводятся расчеты в Excel для выполнения статистических анализов:

– Парето (столбцы 1, 2, 4, 5);

– Интегральный процент (столбцы 1, 2, 3);

– Парето и Вывод графика (столбцы 1, 2, 4, 5), при этом выводится гистограмма частот, расположенных в порядке убывания;

– Парето, Интегральный процент и Вывод графика появляется таблица 5, гистограмма частот, расположенных в порядке убывания, и график кумулятивной кривой, соответствующей интегральному проценту.

4 Числовые характеристики выборки
Пусть случайный эксперимент описывается случайной величиной 
[image: image154.wmf]x

, распределение которой зависит от одного или несколько параметров. К ним, в частности, относятся среднее, мода, медиана, среднее квадратичное отклонение, дисперсия, коэффициенты эксцесса и асимметрии, размах вариации, называемые параметрами генеральной совокупности. При исследовании случайной величины 
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 из генеральной совокупности ее возможных значений извлекается выборка 
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 объема 
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. По данной выборке можно приближенно вычислить значения каждого из изучаемых параметров, которые в статистике называются числовыми оценками параметров или просто оценками. Данные характеристики условно разбиваются на три группы:

– показатели положения вариант на числовой оси,

– показатели разброса вариант относительно своего центра, определяющие кучность данных около центра,

– показатели асимметрии распределения вариант около своего центра,

– показатели, описывающие закон распределения (тема 3).

Пусть выборка 
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 задана вариационным рядом (таблица 1).

Таблица 1 Вариационный ряд
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Выборочным средним значений выборки называется число, определяемое по формуле
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 – варианта с частотой 
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 – число наблюдений, 
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 используют формулу:
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где 
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 – число значений вариационного ряда, 
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 – относительная частота варианты 
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. Если известен интервальный вариационный ряд, то для вычисления выборочного среднего используется формула:
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где 
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 – число интервалов, 
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Выборочной медианой 
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 называется значение признака, находящегося в середине вариационного ряда. Если число вариант нечетно, т. е. 
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); если же число вариант четно, то медиана равна среднему арифметическому двух значений в середине ряда:
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Если известен интервальный вариационный ряд, то медианой является выборочная квантиль 
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 (см. тему 2). Оценка медианы по интервальному ряду с одинаковой длиной интервалов 
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 может быть вычислена по формуле
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где 
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 – нижняя граница интервала, к которому принадлежит медиана, 
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 – число элементов выборки в этом интервале, 
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 – число элементов выборки в интервалах, лежащих слева от интервала, содержащего медиану.

Выборочной модой (Мо) называется варианта выборки, имеющая наибольшую частоту. Если несколько соседних значений имеют наибольшую частоту, то модой является их среднее арифметическое:
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где для вариант 
[image: image197.wmf]1

,

+

i

i

x

x

 частоты 
[image: image198.wmf]max

1

n

n

n

i

i

=

=

+

. Если две или более несмежных вариант имеют разные наибольшие частоты, то ряд называется полимодальным. Если же все варианты встречаются одинаково часто, то ряд моды не имеет. 

Для интервального ряда, когда длина интервалов одинакова и равна 
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, мода вычисляется по формуле
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где 
[image: image201.wmf]Mo

x

 – где нижняя граница интервала, содержащего наибольшее число элементов выборки в этом интервале, 
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 – число элементов выборки в соседних интервалах.

Мода и медиана используются в качестве характеристики среднего положения в случае, если границы ряда нечеткие или если ряд не симметричен.

Для описания рассеивания значений случайной величины относительно выборочного среднего используются выборочная дисперсия и выборочное среднее квадратическое отклонение.

Выборочной дисперсией наблюденных значений выборки 
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называется число, определяемое по формуле
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После преобразований получается следующая формула:
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Если задан вариационный ряд, то используется формула:
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где 
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 – число вариант, 
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 – относительная частота варианты 
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. Если задан интервальный вариационный ряд, то
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где m – число интервалов, 
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 – середина i-го интервала, 
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 – соответствующая относительная частота.

Выборочным среднеквадратическим отклонением называется число, которое находится по формуле:
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Коэффициент вариации
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характеризует относительное значение среднего квадратического отклонения и служит для сравнения колеблемости несоизмеримых показателей.

Обобщающими характеристиками выборочных распределений являются моменты вариационного ряда.

Начальным выборочным моментом 
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-го порядка (
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=0,1,2,…) называется величина
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где 
[image: image218.wmf]i

x

 – наблюденное значение с частотой 
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Центральным выборочным моментом 
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-го порядка (
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=0,1,2,…) называется величина
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где 
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 – наблюденное значение с частотой 
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 – выборочное среднее. Очевидно, что 
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Важную роль при исследовании статистических совокупностей играют асимметрия и эксцесс распределения признака, которые вычисляются соответственно по формулам:


[image: image238.wmf]3

*

3

в

s

A

s

m

=

,    
[image: image239.wmf]3

4

*

4

-

=

в

E

s

m

.

Если кривая распределения симметрично относительно прямой 
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Рисунок 2 – Правосторонняя (а) и левосторонняя (б)

асимметричность распределения
Несмещенная оценка коэффициента ассиметрии вычисляется по формуле
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Эксцесс характеризует относительную остроконечность или сглаженность распределения по сравнению с нормальным распределением. Положительный эксцесс обозначает относительно остроконечное распределение. Отрицательный эксцесс обозначает относительно сглаженное распределение.
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Рис. 2. Положительный (а) и отрицательный (б) 

эксцессы распределения.

Несмещенная оценка эксцесса вычисляется по формуле
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Работа в Excel. Для вычисления числовых характеристик выборки используется режим Описательная статистика из Анализа данных меню Сервис (приложение 2). Результат анализа представлен в виде таблицы. Формулы и функции Excel, по которым рассчитываются соответствующие числовые характеристики, приводятся в таблице 2.

Таблица 2. Описательная статистика
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4.1 Точечные оценки параметров распределения
 Пусть случайный эксперимент описывается случайной величиной 
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. Повторяя случайный эксперимент 
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 раз, получаем последовательность наблюденных значений 
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 из генеральной совокупности случайной величины 
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Статистической оценкой параметра 
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 называется приближенное значение параметра, полученное на основе статистических (выборочных) данных
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 – выборочная характеристика, вычисляемая по результатам 
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 наблюдений величины 
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, используемая в качестве оценки 
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-характеристики генеральной совокупности. В качестве 
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 могут быть параметры 
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По статистическим данным нельзя получить точную оценку неизвестного параметра 
[image: image285.wmf]q

, но можно найти приближенную оценку. Более того, каждая выборка объема 
[image: image286.wmf]n

 из генеральной совокупности дает свою оценку одного и того же неизвестного параметра 
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, т.е. для 
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 можно получить бесконечное множество его оценок. Поэтому оценку 
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 можно считать случайной величиной, а ее значение 
[image: image290.wmf]q
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, вычисленное по одной данной выборке можно рассматривать как одно из ее возможных значений.

Различают точечные и интервальные оценки.

Точечная оценка параметра 
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 определяется одним числом 
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. Качество оценки 
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 устанавливается по следующим трем свойствам.

Несмещенность. Оценка 
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 неизвестного параметра 
[image: image295.wmf]q

 генеральной совокупности называется несмещенной, если для фиксированного числа наблюдений 
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 выполняется равенство: 
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Состоятельность. Оценка 
[image: image298.wmf](
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, найденная по выборке объема 
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, называется состоятельной, если для любого 
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которое означает, что при увеличении объема 
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 выборки значение 
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 сходится по вероятности к неизвестному параметру 
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Эффективность. Несмещенная оценка 
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 неизвестного параметра 
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 называется эффективной, если среди всех подобных оценок того же параметра она имеет наименьшую дисперсию: 
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Оценкой математического ожидания случайной величины 
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 является ее выборочная средняя: 
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Выборочная дисперсия 
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 является смещенной оценкой для дисперсии случайной величины 
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является несмещенной, эффективной и состоятельной оценкой дисперсии случайной величины 
[image: image313.wmf]x

 и называется несмещенной выборочной дисперсией, а смещенная дисперсия – генеральной дисперсией или дисперсией генеральной совокупности.

Величина 
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 называется стандартным отклонением.

Стандартная ошибка выборки определяется по формуле 
[image: image315.wmf]n
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Методы получения точечных оценок. Наиболее распространенными методами являются метод моментов и метод максимального правдоподобия.

Пусть распределение генеральной совокупности зависит от 
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 параметров. Согласно методу моментов 
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 теоретических моментов приравниваются к соответствующим выборочным моментам. При этом получается система из 
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 уравнений, решением которой являются оценки каждого из 
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 параметров. Достоинством данного метода является его простая вычислительная реализация, недостаток состоит в том, что получаемые оценки являются смещенными и мало эффективными.

Метод максимального правдоподобия состоит в том, что для получения оценки неизвестного параметра 
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 нужно найти такое значение 
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, при котором вероятность реализации выборки 
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 была бы максимальной. С этой целью строится функция правдоподобия 
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, определяющая вероятность получения выборки 
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, и находится точка максимума этой функции, которая является оценкой неизвестного параметра 
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Функция правдоподобия непрерывной случайной величины 
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 с плотностью вероятности 
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Функция правдоподобия дискретной случайной величины 
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, для которой распределение вероятности 
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Если оцениваемых параметров несколько 
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, то строится и исследуется на максимум функция правдоподобия вида 
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Поскольку функции 
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 достигают экстремумы при одних и тех же значениях 
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, то для упрощения расчетов иногда пользуются логарифмической функцией правдоподобия.

Метод наибольшего правдоподобия дает состоятельные оценки. Недостаток метода заключается в том, что иногда оценки наибольшего правдоподобия являются смещенными.
4.2 Интервальные оценки неизвестных параметров
Более полный и надежный способ оценивания параметров распределений заключается в определении не единственного точечного значения, а интервала, который с заданной вероятностью накрывает истинное значение оцениваемого параметра. Для заранее выбранного уровня значимости 
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 называется доверительной вероятностью (надежностью), 
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 определяются по результатам выборки, следовательно, являются случайными.

Если 
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 – точечная оценка неизвестного параметра 
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 – предельная ошибка (уровень надежности) выборки, которая либо задается заранее, либо вычисляется. 

На практике часто используются односторонние доверительные интервалы, которые определяются из условий:
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и называются правосторонними и левосторонними соответственно.

Длина доверительного интервала, характеризующая точность интервальной оценки, зависит от объема выборки 
[image: image357.wmf]n

 и надежности 
[image: image358.wmf]p

. При увеличении 
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 длина доверительного интервала уменьшается, а с приближением надежности к 1 – увеличивается. В качестве 
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 принимают значения 0,9; 0,95; 0,99, что соответствует 90-, 95-, 99%-ым доверительным интервалам соответственно.

Задача определения доверительного интервала может быть решена только тогда, когда удается найти закон распределения случайной величины, используемой в качестве оценки, то есть плотность вероятности 
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. В общем случае этот закон зависит от самого неизвестного параметра. Однако иногда удается перейти от оценки 
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 к таким функциям выборочных значений, закон распределения которых зависит только от объема выборки 
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 и закона распределения случайной величины 
[image: image364.wmf]x

 и не зависит от неизвестных параметров.

Пусть выборка 
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 произведена из генеральной совокупности значений нормально распределенной с параметрами 
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Доверительный интервал для математического ожидания 
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 – квантиль порядка 
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 нормального распределения, которое находится по таблицам интеграла вероятностей 
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 находится минимальный объем 
[image: image380.wmf]n

 выборки, который обеспечивает заданную точность 
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Число 
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, как правило, неизвестно, поэтому его заменяют приближенным значением: 
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Работа в Excel. Для построения доверительного интервала математического ожидания при известной дисперсии используется статистическая функция (приложение 1)

ДОВЕРИТ(альфа;станд_откл;размер),

которая рассчитывает предельную точность оценки 
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. Параметры этой функции могут быть взяты из результата анализа Описательная статистика.
Доверительный интервал для математического ожидания 
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 – критическая точка распределения Стьюдента. Величина 
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 называется предельной ошибкой выборочной средней. Здесь: 
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 степенями свободы для двусторонней области; 
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 – стандартное отклонение; 
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 – объем выборки.

Работа в Excel. Для построения доверительного интервала математического ожидания при неизвестной дисперсии используется статистическая функция (приложение 1)

СТЬЮДРАСПОБР(вероятность;степени_свободы)

которая рассчитывает значение 
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Доверительный интервал для дисперсии 
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Доверительный интервал для дисперсии 
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Здесь 
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 распределения.

Работа в Excel. Для построения доверительных интервалов для дисперсии используется статистическая функция (приложение 1)

ХИ2ОБР(вероятность;степени_свободы).
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